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possible, probabilities of things, with the goal
that we would be able always to choose or
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course, which will have been determined to be
better, more satisfactory, safer or more
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-Jacob Bernoulli (1655-1705)



RESUMO

Algoritmos de agrupamento permitem a criagdo de duas ou mais partigdes distintas,
a partir de um unico conjunto de dados. Neste trabalho, abordamos o problema de
agrupamento de formas pertencentes ao espaco tridimensional, a partir de um conjunto
de dados do cértex cerebral de individuos que possuem o diagnéstico de esquizofrenia.
Primeiramente, revisamos a literatura da Andlise Estatistica de Formas com enfoque nos
principais conceitos e exemplificando como seus métodos podem ser aplicados em problemas
nos quais a estrutura dos objetos de estudo é relevante. Em seguida, revisamos o método
de agrupamento K-means numa visao geral e, também, no contexto da Andlise Estatistica
de Formas, recapitulando as principais contribuicoes desse tipo de agrupamento, nos
espacos bidimensional e tridimensional. No caso tridimensional, quando temos um grande
numero de landmarks, o método de Procrustes para o calculo da forma média se torna
inviavel, devido ao grande tempo de processamento necessario para esse método, neste
caso, iterativo. A literatura apresenta a forma média ¢ como uma alternativa ao método de
Procrustes, quando consideramos o R?, j& que essa possui um estimador de forma fechada
para a forma média. Mostramos que a forma média ¢ possui, de fato, uma performance
computacional para o calculo da forma média acima do método de Procrustes, avaliando-as
em cenarios com diferentes niimeros k£ de landmarks. Dessa forma, propusemos o uso da
forma média ¢ no algoritmo K-means, com o objetivo de reduzir o tempo computacional
do agrupamento, tornando-o competitivo no momento de atualizacao dos centroides dos
grupos definidos. Mostramos uma reducao relevante do tempo de processamento do
algoritmo, quando utilizada a forma média ¢, além do resultado do agrupamento ser
similar a quando utilizamos o método de Procrustes. Finalmente, analisamos o resultado
do agrupamento e nao foram encontrados indicios de associagao entre os grupos obtidos e
a presenca do diagnoéstico de esquizofrenia. O indice ajustado de Rand foi utilizado para

avaliar o método de agrupamento abordado.

Palavras-chave: Agrupamento. Espaco nao-Euclidiano. Anélise estatistica de formas.

Computacao paralela.



ABSTRACT

Clustering algorithms allow you to partition a single data set into two or more
different sets. In this work, we approach the problem of grouping shapes in three dimensions,
using a set of data from the cerebral cortex of individuals who have schizophrenia. First,
we review the literature on Statistical Shape Analysis with a focus on the main concepts
and exemplifying how their methods can be applied to problems in which the structure
of the objects of study is relevant. Then, we review the K-means grouping method in
an overview and, also, in the context of Statistical Shape Analysis, reviewing the main
contributions of this type of grouping, in bidimensional and tridimensional spaces. In
the case of three dimensions, when we have a large number of landmarks, the Procrustes
method for calculating the mean shape becomes impracticable, due to the large processing
time required for this iterative method. The literature presents the mean ¢-shape as an
alternative to the Procrustes method, when in R3, since it has a closed form estimator
for the mean shape. We show that the mean ¢-shape has, in fact, a computational
performance, for the calculation of the mean shape, above the method of Procrustes,
evaluating them in scenarios with different numbers £ of landmarks. Thus, we proposed
the use of the mean ¢-shape in the K-means algorithm, with the objective of reducing
the computational time of the grouping, making it more competitive when updating the
centroides of the defined groups. We show a significant reduction in the processing time of
the algorithm, when using the mean ¢-shape, in addition to the result of the grouping
being similar to when using the method of Procrustes. Finally, we analyzed the result of
the grouping and there was no evidence of an association between the groups obtained
and the presence of the diagnosis of schizophrenia. The Rand’s adjusted index was used

to evaluate the grouping method addressed.

Keywords: Clustering. Non-Euclidian space. Statistical shape analysis. Parallel compu-

ting.
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1 INTRODUCAO
1.1 MOTIVACAO

Neste estudo, trabalhamos com o problema de agrupamento de dados de formas
tridimensionais. Em particular, utilizando o algoritmo de aprendizado de maquina nao-
supervisionado K-means proposto por (LLOYD, 1982) numa versao adaptada para o
contexto da Anélise Estatistica de Formas. O desenvolvimento do algoritmo K-means no
contexto da Estatistica de Formas ja ¢ disseminado e possui algumas aplicagoes para dados
bidimensionais, a mencionar (AMARAL et al., 2010; GEORGESCU, 2009). Por sua
vez, a modelagem de dados de formas tridimensionais utilizando o algoritmo K-means é
tnica (VINUé; SIMO; ALEMANY, 2014). Quando passamos a lidar com dados de formas
em trés dimensoes, isto ¢, os objetos de estudo sendo considerados como subconjuntos
do R® (SMALL, 1996, pagina 29), nos deparamos com algumas mudancas analiticas
que modificam a maneira como estrutura-se a légica e performance computacional do
algoritmo. A principal mudanca é a falta de um estimador para a forma média por
Procrustes (DRYDEN, 2016, pdgina 136) de forma fechada. Ou seja, a estrutura da forma
média precisaria ser encontrada de uma maneira iterativa.

Uma alternativa para a estimacao da forma média, para os casos em que a
dimensao m > 3, foi proposta em (DRYDEN et al., 2008), a qual possui forma fechada e,
por isso, sugere uma melhora na performance computacional no processo de estimacao, em
comparagao com o método de Procrustes. Esta nova definigdo de forma média, chamada
de forma média ¢, é baseada no método de escalonamento multidimensional, comumente
referido como MDS; sigla em inglés para Multidimensional Scaling (MARDIA J. T. KENT,
1995, pagina 394). E proposto, nesse trabalho, a utilizacio da forma média ¢ no algoritmo
K-means para a atualizagao dos centroides durante o processamento com a disposicao de
melhorar a performance computacional do algoritmo. Uma vez que a estimacao da forma
média por métodos iterativos pode consumir um longo periodo para convergir quando
consideradas grandes amostras, ou um grande nimero de landmarks, que é o nosso caso
nesse trabalho.

Também é considerado teste de hipdteses acerca da forma média dos grupos
encontrados como resultado do agrupamento. O algoritmo em questao ¢é utilizado como

um classificador de formas e, portanto, a aplicagao dele deve conduzir a uma separacao
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das observagoes em grupos nos quais as intra-observacgoes sao mais similares do que as
inter-observacoes. E proposto em (DRYDEN et al., 2008) teste de hipéteses para a forma
média ¢ no caso de dados de formas em que m > 3. O teste apresentado ¢ uma extensao
das ideias propostas por (AMARAL; DRYDEN; WOOD, 2007).

Como uma aplicacao, é considerado o problema no campo da neurociéncia de
classificar cortex cerebrais de pacientes com o diagnéstico de esquizofrenia. E constatado
que pacientes com o diagnostico da doenca possuem uma assimetria, chamada de torque
cerebral, menor no cortex (BILDER et al., 1994; MACKAY et al., 2003). Este problema
ja foi discutido em (BRIGNELL, 2007; BRIGNELL et al., 2010) e (DRYDEN et al.,
2008) que, em particular, visitou esse conjunto de dados para exemplificar a utilizagdo da
forma média ¢ proposta.

Neste trabalho, consideramos o livro proposto por (DRYDEN, 2016) como
material de apoio, para as defini¢oes fundamentais. O pacote shapes (DRYDEN;,
2018) é utilizado em todas as andlises computacionais, simulagoes e resultados numéricos.
Para o algoritmo K-means é utilizada uma versao modificada da disponivel no pacote
anthropometry (VINUé, 2017). Além disso, consideramos os pacotes parallel (R Core
Team, 2020), foreach e doSNOW (Microsoft; WESTON, 2017) para a execugao do
algoritmo em processos paralelizados. Todos os pacotes sdo baseados na linguagem de

programagao R (R Core Team, 2019).

1.2 OBJETIVOS

Temos os seguintes objetivos:
e Revisar a teoria e métodos da Analise Estatistica de Formas. Em particular, uma
introducao de conceitos fundamentais e do processo de estimacao da forma média;
e Revisar métodos de implementacao do algoritmo K-means e a literatura que se refere
a sua utilizacdo no contexto de formas;

e Propor uma adaptagao do algoritmo K-means, utilizando a forma média ¢.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho tem a seguinte estrutura:
e No Capitulo 2, revisamos conceitos fundamentais e literaturas classicas da Analise

Estatistica de Formas, com objetivo de esclarecer a usabilidade de seus métodos e
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as mudangas tocantes a mudanca de espago e perspectiva presentes no seu dominio.
Explorando, também, o processo de estimacao da forma média e algumas variagoes
para o caso em que m = J;

No Capitulo 3, primeiro, revisamos o algoritmo K-means e algumas de suas adapta-
¢oes. Em particular, focamos na implementagao do algoritmo no contexto de formas
e na avaliacado de sua performance. Depois, usamos o material discutido no Capitulo
2 para propor uma adaptacao ao algoritmo utilizando a forma média ¢;

No Capitulo 4, consideramos uma aplicacao dos desenvolvimentos apresentados
nos capitulos anteriores, na area da neurociéncia, que tem como objetivo agrupar a
forma do cortex cerebral de pacientes com esquizofrenia dentre pacientes com e sem

o diagnéstico.
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2 ANALISE ESTATISTICA DE FORMAS

No nosso cotidiano, comumente usamos a palavra forma para descrever a
aparéncia de algum objeto em relacao a sua estrutura fisica. Essa ideia acerca da defini¢ao
da palavra forma é bastante consolidada dentro do pensamento humano. Por exemplo,
quando queremos dizer que dois ou mais objetos sao similares ou parecidos, em geral,
estamos nos apegando a essa no¢ao de similaridade na estrutura fisica dos objetos. Podemos
pensar, de uma maneira mais refinada, que cada objeto possui um conjunto de dados
geométricos associados a ele e nosso interesse é fazer uma comparacao das geometrias dos
objetos, buscando entender sua variabilidade. Ou seja, a partir da geometria de um objeto

podermos quantificar uma similaridade com outro.

2.1 FUNDAMENTOS

Entretanto, essa comparacao informal estd associada a subjetividade do obser-

vador. Desse modo, consideramos a defini¢do de forma dada em (KENDALL, 1977).

Definicao 2.1. Forma ¢ toda informagio geométrica que permanece quando os efeitos

de locacao, escala e rotacao sao removidos de um objeto.

Segundo (DRYDEN, 2016, Capitulo 1), a forma de um objeto é invariante
sob transformacoes de similaridade euclidiana de translagdo, escala e rotagao. Isso quer
dizer que apods os efeitos mencionados serem retirados, temos a forma do objeto sem
nenhuma perda de informacao. Logo, dois objetos possuem a mesma forma se eles podem
ser transladados, redimensionados e rotacionados um para o outro de modo que eles
se ajustem, isto é, se eles sdo semelhantes. Outra definicao fundamental que temos no
contexto da estatistica de formas é a de tamanho-e-forma. As vezes, existe um desejo de
comparar nao somente a forma de certos objetos, como também a escala, tamanho dos

1mesimos.

Definicao 2.2. Tamanho-e-forma ¢ toda informagdo geométrica que permanece quando

os efeitos de locagdo e rotagdo sao removidos de um objeto.

Da mesma maneira como discutimos na Definicdo 2.1, agora, dois objetos
possuem o mesmo tamanho-e-forma se eles podem ser transladados e rotacionados um

para o outro de modo que eles se ajustem. As defini¢coes anteriores se referiam, de
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maneira figurativa, a dois objetos para descrever os conceitos de forma do ponto de vista
matematico. Mas, em geral, temos um conjunto de objetos e desejamos quantificar e
mensurar a variabilidade de suas formas. O primeiro trabalho de investigacao da anélise
de formas, do ponto de vista geométrico, foi realizado por (THOMPSON, 1917), com
aplicagoes no campo biologico.

Discutimos no inicio deste capitulo, que comumente usamos a definicdo de
forma em uma associagao a estrutura fisica de um objeto. Mesmo apds definirmos o
conceito de um modo mais refinado, ainda resta um questionamento: como podemos
descrever de forma numérica esta estrutura que entendemos de maneira visual? Com o

intuito de resolver esse problema, surge a definicao de landmark.

Definicao 2.3. Um Landmark é um ponto de correspondéncia em cada objeto que

coincide entre e dentro de populacoes.

A escolha de um conjunto finito de pontos no objeto deve ser feita de modo que
esses pontos consigam resumir as principais informagoes geométricas. Existem trés tipos
principais de landmarks: cientifico, matematico e pseudo. A seguir, temos uma defini¢ao
para cada um desses tipos.

e Landmark cientifico ¢ um ponto assinalado por um especialista que corresponde,
em algum sentido logico, a um significado cientifico associado ao objeto de estudo.
Esse landmark também é conhecido por landmark biolégico, nome utilizado em
aplicagoes na area da biologia. Por exemplo, o canto do olho de algum animal.

¢ Landmarks matematicos sdo pontos localizados no objeto de acordo com alguma
propriedade matematica da figura. Por exemplo, no ponto de alta curvatura.

e Pseudo Landmark sao pontos construidos em um objeto, localizados ao redor do
contorno ou entre landmarks cientificos ou matematicos. Curvas continuas podem
ser aproximadas por um grande ntiimero de pseudo-landmarks ao longo da curva.

Na biologia, ainda existem mais 3 tipos de landmarks que sao caracterizados
por alguns contextos particulares (BOOKSTEIN, 1992). Na aplicacdo do Capitulo 4,
consideramos pseudo-landmarks para a caracterizacao da superficie cerebral em questao.
Como os primeiros estudos utilizando a analise de formas foram feitos na area da biologia,
boa parte dos landmarks considerados, ao longo dos anos, foram cientificos. Entretanto,
com o avanco das tecnologias de escaneamento, o uso de pseudo-landmarks para aproximar

as superficies dos objetos de estudo estd em uma crescente, como discutido em (BRIGNELL
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et al., 2010). Também existem trabalhos em anélise de formas de superficie de objetos
(COSTA; CESAR, 2000) com uma abordagem diferente da definida a partir de (KENDALL,
1977).

Podemos nos perguntar, ainda, como associar dois ou mais landmarks em
diferentes objetos?” Como podemos saber que esses landmarks, em cada um dos objetos,
sao equivalentes para comparacao? Podemos estabelecer essa relagdo a partir da seguinte

definicao.

Definicao 2.4. Um rotulo é um nome ou nimero associado a um landmark, e identifica
qual par de landmarks sao correspondentes quando comparados dois objetos. Landmarks

com esses rotulos associados sao chamados de landmarks rotulados.

Dois exemplos podem ser encontrados em (AMARAL et al., 2010) e (VINUé;
SIMO; ALEMANY, 2014). Em (AMARAL et al., 2010), os landmarks possuem um
numero associado que podemos utilizar para a criagdo de pares entre dois objetos. Ja em
(VINU¢é; SIMO; ALEMANY, 2014), os landmarks estao associados as partes do corpo nas
quais eles foram delimitados e coletados.

Anteriormente, discutimos sobre como, subjetivamente, associamos a definicao
da forma de um objeto com a sua estrutura fisica. As defini¢des nos apresentaram o conceito
de landmark e como ele é utilizado para representar pontos principais da caracteristica
fisica dos objetos em estudo, sejam definidos com um intuito mais anatoémico, como os
landmarks cientificos, ou com o objetivo de captura de uma superficie continua, como os
pseudo-landmarks. A seguir, temos a definicdo que formaliza o uso de um conjunto de

landmarks para descrever a forma de um objeto.

Definicao 2.5. A configuracdao ¢ o conjunto de landmarks em um particular objeto.
A matriz de configuracdéo X ¢é a k X m matriz de coordenadas cartesianas dos k
landmarks em m dimensoes. O espago de configuragao ¢ o espaco das coordenadas de

todos os landmarks.

Na aplicacdo do Capitulo 4, consideramos k = 62.501 em m = 3 dimensodes e o
espaco de configuracido é o espaco real das matrizes k x m (R¥™). E a partir da matriz
de configuragao que retiramos os efeitos de locagao, escala e rotagao para chegarmos
até a forma, propriamente dita, do objeto. O primeiro efeito que desejamos retirar da

matriz de configuragao é o efeito de locacao, em outras palavras, desejamos centralizar o
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objeto no espago no qual ele se encontra. Para isso, consideramos a submatriz de Helmert
(KENDALL, 1984) para remover a locagdo. A submatriz H é a (k — 1) x k matriz de
Helmert sem a primeira linha. A matriz completa H', a qual é comumente utilizada na
Estatistica, é uma matriz ortognal quadrada k x k com os elementos da sua primeira linha
iguais a 1/ V'k, e as linhas restantes sdo ortogonais a primeira. A primeira linha de H* é
descartada entao a transformacao H X nao depende da locagdo da configuracao original,

como discutido em (DRYDEN, 2016, pagina 49).
Definicao 2.6. A j-ésima linha da submatriz de Helmert H ¢ dada por
(hjy ooy gy —3hiy 0,...,0), by = —{5( + 1)} V2,

e a j-ésima linha consiste de h; repetida j vezes, sequida por —jh; e depois k —j —1 zeros,

j=1,... k-1

Para k = 3, por exemplo, a matriz completa de Helmert ¢ dada por

1/V3  1/V3 1/V3
H" = |-1/\2 1/V2 0
~1/V/6 —1/v/6 2//6

e a submatriz de Helmert

[ -1/V2 1/V2 0

16 —1/vV6 2/v6|

Considere
Xy =HX ¢ RF-1m (2.1)

como sendo as coordenadas Helmertizadas dos landmarks. A partir dessa transformagao,
utilizando a matriz H, temos uma matriz de configuragao, agora, centrada Xpg. Apds
retirar o efeito de locagao, desejamos retirar o efeito de escala do objeto. Com isso em

mente, considere a seguinte definigao.

Definicao 2.7. O tamanho do centroide é dado por

(X — X2, X eRM

=1

S(X) = [eX| = |}

k
=1
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em que X;; € a (i,j) — ésima entrada de X, a média aritmética na j — ésima dimensao é

X, =1/kYr, Xy,

1
C=1I,— Elklg (2.2)
¢é a matriz de centralizacao, e
1 X = /tr(XTX)

¢é a norma euclidiana, I, é a k X k matriz identidade e 15 é o k x 1 vetor de uns. Note que
C também pode ser usada, como uma alternativa, para a retirada da locacao do objeto,

de modo que
Xec=CX, (2.3)

sao as coordenadas centradas dos landmarks. Temos a seguinte relacao entre ambas as

alternativas de centralizagao

1
H'"H =1, - %1k1T =C

H'X,=H'HX =CX.

Com o objetivo de retirar o efeito de escala, nés padronizamos dividindo pela

nocao de tamanho da Definicao 2.7.

| Xl = \/tr(XTHTHX) = /tr(XTCX) = |CX]| = S(X), (2.4)

em que H'H = C ¢é idempotente. Como observado em (DRYDEN, 2016, pagina 64),
S(X) > 0 porque nao permitimos um conjunto de landmarks completamente coincidentes.
Na Figura 1, temos um exemplo do calculo do tamanho do centroide, a partir

boxplots do tamanho do centroide dos seis grupos do conjunto de dados dos crénios de
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Figura 1 — Boxplots do tamanho dos centroides para o conjunto de dados
dos macacos

gorilas (DRYDEN, 2016). E visivel que existem diferencas no tamanho do centroide entre
gorilas e orangotangos (pongo), com todos os machos sendo maiores do que as fémeas.

Para os chimpanzés (pan), hd uma sobreposigdo com os orangotangos que sao fémeas.
2.1.1 Espacgos de Formas

Quando retiramos o efeito de escala de uma matriz de configuragao, temos o

que é chamado pela literatura de pré-forma.

Definicao 2.8. A pré-forma de uma matriz de configuracao é dada por

Xy  HX
I Xull  IHX]

Z

a qual € invaridvel sob a translagdo e o dimensionamento da configuracdo original.

Podemos utilizar também a matriz de centralizacao C' para uma definicao alternativa
a 2.8. Entretanto, o uso de Z nos traz a vantagem do ntimero de linhas ser inferior ao
definido em C. Nés usamos a notagio S* para denotar o espaco de pré-forma de k pontos

em m dimensoes.
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Definicao 2.9. O espacgo de pré-forma ¢ o espago de todas as pré-formas. Formalmente,
o espaco de pré-forma S* € o espago em drbita das configuragoes nio coincidentes do

conjunto de pontos k em R™ sob os efeitos de translagdo e escala.

O espaco de pré-forma S* := SE=1m=1 & yma hiperesfera de raio unitario em (k — 1)m
dimensoes reais, uma vez que || Z|| = 1. Na sec¢do 2.2.1, sao abordados conceitos acerca
de Geometria Diferencial e a relagdo com Anélise Estatistica de Formas. Apos retirar
os efeitos de locacao e escala, nos resta remover o efeito de rotacao da configuracao do
objeto para, enfim, obter a forma (Definicao 2.1). Para retirar o efeito de rotagao de uma

configuragao, consideramos uma matriz de rotagao I

Definigao 2.10. Uma matriz de rotacdo m x m satisfaz T'T' = TTT = I, e det(T") =
+1. Uma matriz de rotagdo também é conhecida como wma matriz ortogonal especial, a
qual é uma matriz ortognal com determinante +1. O conjunto de todas as matrizes de

rotagao m x m € conhecido como o grupo ortogonal especial SO(m).
Dada a Definicao 2.10, considere abaixo.

Definicao 2.11. A forma de uma matriz de configuracao X € toda informacao geométrica
acerca de X que € invariante sob locagdo, escala e rotagio. A forma pode ser representada

pelo conjunto [X| dado por
[ X]={ZT :T € SO(m)},
em que SO(m) € o grupo ortogonal especial de rotagoes e Z € a pré-forma de X.

Nés usamos a notacio X¥ para denotar o espaco de forma de k pontos em m dimensoes.

Definicao 2.12. O espac¢o de forma ¢ o espaco de todas as formas. Formalmente, o
espago de forma XF € o espago em orbita das configuracgoes ndo conincidentes do conjunto

de pontos k em R™ sob os efeitos de translacao, rotagdo e escala.

A dimensao do espago de forma é

m(m —1
g=km—-—m-—-1- Q,
2
e isso pode ser visto de modo que, inicialmente, tinhamos k X m coordenadas e, entao,

1
perdemos m dimensoes para loca¢do, uma dimensao para a escala e im(m — 1) para

rotacao.



23

Configuragdo Original

remover translagdo

Helmertizada/Centrada

AN
/ .

/ N\
remover escala / \\ remover rotacao
/

/ A
Pré \ Tamanho |
Forma | . € Forma
Yy, N Y,

\
\ remover reflexdo

remover rotagio ~ \_/  remover escala
N/

Forma \
Reflexdo de
Tamanho e
remover reflexdo Forma

Reflexdo de Forma

Figura 2 — A hierarquia dos varios espacos (DRYDEN, 2016)

Outro tipo de efeito que também podemos incluir para ser retirado é o de
reflexdo para forma (DRYDEN, 2016, pagina 67), representado pelo conjunto [X]|z. A
reflexdo pode ser obtida multiplicando um dos eixos das coordenadas por -1. Rotagoes e

reflexdes podem ser representadas por uma matriz ortogonal de uma maneira conjunta.

Definigao 2.13. Uma matriz ortogonal m x m satisfaz T'T = TTT = I, e det(T") =

+1. O conjunto de todas as matrizes ortogonais m x m é conhecido como grupo ortogonal

O(m).

O grupo ortogonal inclui rotagoes (determinante +1) e rotagoes/reflexoes (determinante
-1). Em (DRYDEN, 2016, pagina 67), define-se a forma de reflexao de modo andlogo

a Definigdo 2.1 mas, agora, com uma matriz R que pertence ao grupo ortogonal O(m).
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A Figura 2 exemplifica a hierarquia dos espagos e as a¢oes que aplicamos para transitar

entre eles.

2.2 DISTANCIAS DO ESPACO DE FORMAS
2.2.1 Variedades Diferenciaveis

Na secdo anterior, foi mencionado o fato do espago de pré-forma S* ser
uma hiperesfera de raio unitario em (k — 1)m dimensoes reais. Um conceito chave na
interpretacao e construcao de medidas de distancia, por exemplo, dentro desses espagos é
o de variedade. (SMALL, 1996, pagina 38) comenta que uma variedade é a generalizacdo
do nosso entendimento de uma superficie curvada em 3 dimensoes. No nosso caso, estamos
interessados em variedades diferencidveis (LIMA, 2015, apéndice A), em particular, as
variedades de Riemann (DRYDEN, 2016, pagina 59). Um toro e uma esfera sao exemplos
comuns de variedades diferenciaveis. Isso quer dizer que as matrizes pertencentes ao
espaco de pré-forma S* podem ser consideradas variedades diferencidveis. Uma variedade
também pode ser definida como um espago topoldgico (LIMA, 2015, pagina 99) que pode
ser visto, localmente, como um espago Fuclidiano.

Imaginemos que uma criatura pequena que vive em duas dimensoes, sera
colocada na superficie de um toro. Essa criatura tera sérios problemas em distinguir se a
superficie na qual foi alocada é um toro, uma esfera ou um plano, por exemplo. Isso acontece
porque superficies curvadas parecem, aproximadamente, planas quando observadas sobre
uma regiao pequena. A vizinhanca imediata da criatura fornece informagdes locais sobre
a superficie, mas pouco sobre as propriedades globais da superficie que, por sua vez,
a distinguem das esferas e dos planos. Para encontrar informagoes globais, a criatura
necessitaria percorrer ambas as superficies para verificar angulos e distancias. Caso nao seja
possivel uma inspecao ao longo da superficie por completo, toda informacao e examinagao
dos aspectos locais da superficie nao iriam ajudar na caracterizacdo da curvatura da
superficie. E isso que nds queremos dizer quando falamos que uma variedade diferencial
assemelha-se, localmente, ao R?, como discutido em (SMALL, 1996, capitulo 2.2). A falta
de entendimento das caracteristicas globais associadas a uma superficie em questao, podem
levar a inferéncias erroneas quando apenas observadas informacoes e caracteristicas locais.
Na literatura romantica, (ABBOTT, 1884) utiliza os elementos geométricos para realizar

uma critica social a sociedade da época e também ao entendimento que os seres criados
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por ele possuem acerca do espago em que vivem. No contexto da Analise Estatistica de
Formas, o entendimento do espaco de pré-forma S*¥ como uma variedade de Riemann
é essencial para definirmos medidas de distancia entre dois pontos, por exemplo, numa

superficie que nao é um plano Euclidiano.

M

Figura 3 — Espaco tangente de M em p (A.; KLASSEN, 2016)

Primeiro, consideramos espacos tangentes para uma variedade geral M. Consi-
dere uma curva diferencidvel em M dada por y(t) € M,t € R com v(0) = p. O vetor

tangente no ponto p é dado por

e o vetor unitario é & = +/(0)/||v/(0)||. O conjunto de todos os vetores tangentes para
todas as curvas que passam através do ponto p é chamado de espago tangente de M em
p, denotado por T,(M). Na Figura 3 temos uma exemplificacdo de um possivel T,,(M).
Uma variedade de Riemann M ¢é uma variedade conectada que possui um produto interno
positivo-definido em cada espago tangente T,(M ), tal que a escolha varia suavemente
de ponto para ponto. Considere g = ¢;; como o tensor (GOODFELLOW; BENGIO;
COURVILLE, 2016, pagina 31) positivo-definido que define o produto interno em cada
espaco tangente dado um sistema de coordenadas. De modo que, tendo as coordenadas

(x1,...,2,), a métrica nesse espago é

d82 = Z Z gzjdl'zdl']

i=1j=1
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A distancia de Riemann entre dois pontos numa variedade de Riemann é
dada pelo comprimento de arco que minimiza o geodésico entre dois pontos, em que o

comprimento de uma curva parametrizada v(t) € [a, b] é definido como

L= [l 25)

Podemos notar a associacao dessa defini¢ao com o direcionamento que usamos na disciplina
de Calculo Diferencial e Integral para o calculo da integral de linha relativa ao comprimento

de arco (GUIDORIZZI, 2002).
2.2.2 Distancia de Procrustes

Considere duas matrizes de configuragoes de k pontos em m dimensoes, X e
X, com as pré-formas Z; e Zy. Temos a seguir, as defini¢oes das distancias comumente

utilizadas no contexto da Anélise Estatistica de Formas.

Definicao 2.14. A distancia total de Procrustes entre X, e Xy €

dF(Xl, XQ) = Z’I?,f HZ2 — ﬁZlI‘H,
resSo(m),BeR+

em que Z, = HX, /|HX,|,r =1,2.

Resultado 2.1. A distancia total de Procrustes é

. 9y 1/2
dp( X1, X,) = {1 - (Z/M) } ;
i=1
em que A\ > Ay > - > Apo1 > |Am| s@o as raizes quadradas dos autovalores de

ZTZ,ZT Z, e o menor valor Ay, é 0 negativo da raiz quadrada se e somente se det(Z{ Z,) <

0.

Em (DRYDEN, 2016, capitulo 8), é discutido a distancia de Procrustes para
o caso de dados bidimensionais, os quais passam a ser considerados como um vetor
complexo de tamanho k, e nao uma matriz de configuragao real de dimensao k x m.
Mesmo considerando o caso em que m = 2, essa sec¢ao é bastante util, pois ela permite
que visualizemos, de um modo mais simples, que a distancia de Procrustes ¢ um residuo
"studentizado". Esse residuo ¢ obtido a partir de um ajuste de uma regressao linear

complexa de w em y, em que w e y sao vetores complexos de tamanho k.
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2.2.3 Distancia Riemanniana

Resultado 2.2. A distancia Riemanniana p €
p( X1, Xs) = arccos(Z )\i>,
i=1

em que o autovalor N\;j,© =1,...,m sao definidos no Resultado 2.1.

As provas para os resultados apresentados nessa se¢do podem ser encontrados em (DRY-
DEN, 2016, capitulo 4). A seguir, temos uma tabela que resume as medidas de distancia

no espaco de formas e os respectivos intervalos nos quais assumem valor.

Distancia Notacao Formula Suporte
Distancia Total de Procrustes dr 1-(Cr, Y2 0<dr<1
Distancia Riemanniana p arccos(d 1, ) 0<p<m/2

Tabela 1 — Distancias no espago de formas Y7,

Temos a seguinte relacao entre as distancias definidas anteriormente:

dr(X1, X3) = sen(p). (2.6)

Como pontuado em (VINUé; SIMO; ALEMANY, 2014, pagina 108), a distancia Rie-
manniana p é uma métrica Riemmaniana (ALEXANDRINO, 2018; LIMA, 2015, pagina
50), mas a distancia total de Procrustes dr nao é uma métrica Riemanniana no espago
de forma. Entretanto, as duas distancias sao topologicamente equivalentes. Ainda, para

formas que estao proximas, ha pouca diferenca entre as distancias, de modo que

p=dp+O(dy).

2.3 FORMA MEDIA

Em geral, como discutido nas se¢des anteriores deste capitulo, nosso interesse é
mensurar a variabilidade entre dois ou mais objetos em relagao as respectivas formas. O
conceito de forma média desempenha um papel importante para a analise da variabilidade

de formas.
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2.3.1 Forma Média de Procrustes

Considere uma amostra de configuragoes Xj, ..., X,.

Definicao 2.15. A forma média amostral total de Procrustes é
. T
HF = arg mfuﬁ ZdF(XuM)-
i=1

A forma média da Defini¢ao 2.15 é considerada uma média extrinseca. Isso quer dizer
que a distancia utilizada para o seu calculo nao é o menor comprimento de arco em
uma variedade, como ja comentado neste capitulo. Para dados bidimensionais, existe um
autovetor de solucao explicita do problema de otmizac¢ao na definicdo da forma média de
Procrustes (DRYDEN, 2016, pagina 178). Mas para m > 3, um processo iterativo deve
ser usado para obter a forma média. Considere o seguinte algoritmo para a obtencao de

tal quantidade.

Algoritmo 1: Algoritmo para o calculo de fir

1. Translagdes. Centralize as configuracoes para remover a locacao. Inicialmente,
considere
X'=CX;i=1,...,n,
em que C ¢ a matriz de centralizagdo da Equacao 2.2.
1
2. Rotagdes. Calcule G = - a1 X P - X
Para a i-ésima configuracao, seja

1
n—1

X =

PP ¢

J#i

Otimize || X — X{'T||? por rotagdes. Considere X/ = XPT como a matriz de rotagao
otima. Repita para todo 7. Calcule o novo valor de G.

O processo é repetido até G nao poder ser mais reduzido.

3. Escala. Para a i-ésima configuracao, calcule

b _ (ShalXEIN
Z X7 |

em que ¢ é o i-ésimo componente do autovetor ¢ correspondente ao maior autovalor da
matriz de correlagao @ de vec{ X/} }.

Seja XF = BZXZP Repita para todo ¢. Calcule o novo valor de G.

4. Repita os passos 2 e 3 até G nao pode ser mais reduzido.

PO
5. [N]:ﬁzz‘ X7
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2.3.2 Forma Média ¢

A obtencgao da forma média, em m = 3, pelo método de Procrustes, definido no
Algoritmo 1, é um método iterativo. (DRYDEN et al., 2008) introduziu a forma média ¢,
como uma alternativa aos métodos iterativos para inferéncias de formas quando m > 3.
Essa forma média é particularmente 1til quando o tamanho da amostra, n, ou o niimero
de landmarks, k, é grande.

Dado uma pré-forma Z € S* . trabalhos com ZZ7, a qual ¢ invariante em
relagdo a rotacao e reflexdo. Podemos observar isso, diretamente, uma vez que para
uma matriz R pertencente ao grupo ortogonal O(m), (ZR)(ZR)" = ZRR"Z" =
ZZ", pela Definicao 2.13. Pode-se facilmente reverter, se necessario, a forma quadratica
ZZ7 para um representante em [X]g, usando o teorema da decomposicio espectral:

ZZT =UAUT =37, huu!l | em que A = diag(A1, ..., A, 0,...,0) é a matriz diagonal

dos autovalores de ZZ7 em ordem descendente, e as colunas u,. .., u,_; de U sdo os
: 1/2 , , .
autovetores correspondentes. Assim ()\1/ ul' ... A24T)T ¢ uma pré-forma representativa

do conjunto [X]g.
Considere o espago P,,(k— 1) das matrizes simétricas (k—1) x (k—1) diferentes

de zero, de posto igual, no maximo, a m e trago igual a 1. Assim,

P,(k—1)={P € P(k—1)|1 <posto(P) < m, tr(P) =1}, (2.7)

em que P(k) é o espago das matrizes reais simétricas positivas semi-definidas, de dimensao
k. Para uma pré-forma aleatéria Z € S* com uma distribuigdo arbitrdria da populagao

F', temos

=(F) = Ep(Z2Z7) = /Z L, 2Z1AE(Z), (2.8)
como a esperanca de ZZT com respeito a F. Suponha E = Z(F) possui decomposicio
espectral 2 = UAUT, em que A = diag(y,...,d,_1) consiste dos autovalores ordenados
d >+ > 01 >0de E e as colunas de U = (uq, ..., u,_1) sdo os autovetores unitarios
correspondentes. Com isso, define-se

B 1

P(E) = 5 > uuy (2.9)

T+ 0m i
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N6s nos referimos a ¢(E) como forma média ¢ de Z, a qual é definida, exclusivamente,
desde 6,, > 0,,41. Dada uma amostra Z, ..., Z,, a forma média amostral ¢ é definida
por ¢(2), em que E = n 'Y, ZZ" é o analogo da amostra de 2. (PRESTON;
WOOD, 2010) resume o procedimento da forma média ¢ da seguinte maneira. Comegando
com uma matriz de configuracao X, k x m, depois removendo-se os efeitos de locagao,
escala e definindo ZZ7 que remove os efeitos de rotacao e reflexdo mas retém a forma.
Conclui-se que existe um mapeamento um-a-um entre as possiveis formas de uma matriz

de configuracao X e os elementos do conjunto P, (k — 1).
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3 ALGORITMO K-MEANS

A &rea de aprendizado de maquina é divida em duas partes: aprendizado
supervisionado e aprendizado nao supervisionado, como descrito em (JAMES et al.,
2014). Dentro da sub-divisao de aprendizado supervisionado, temos o seguinte cenério:
para cada observagao das variaveis explicativas x;,7 = 1,...,n, ha uma variavel resposta
associada y;. Desejamos ajustar um modelo que relacione a resposta a preditores, com
o objetivo de prever, com certa precisao, a resposta para futuras observagoes ou melhor
compreensao da relagdo entre a resposta e os preditores. J& na sub-divisao de aprendizado
nao-supervisionado, temos uma situacao mais desafiadora, na qual para toda observacao
1=1,...,n, ndés observamos um vetor de valores x;, mas que nao esta associado a uma
resposta ;. Dessa forma, nos estamos vendados quando lidamos com problemas dessa
natureza. Essa situacdo é chamada de nao-supervisionada porque nos falta uma varidvel
resposta capaz de supervisionar nossa andlise. (JAMES et al., 2014, pagina 373) pontua
os principais métodos utilizados dentro do aprendizado nao-supervisionado e as suas
caracteristicas.

Dentro desse cenario nao-supervisionado, nao estamos interessados em predicgao,
uma vez que nao temos uma variavel resposta associada. O objetivo é descobrir padrdes
e informagoes que as variaveis observadas 1,2, ..., 2, possuem. No nosso caso, nos
pretendemos atacar o problema de descobrir subgrupos das observacoes, a partir das

variaveis de interesse. Para esse problema, consideramos o algoritmo K-means.

3.1 VISAO GERAL

O algoritmo K-means é uma vertente para realizar o agrupamento dos dados, ou
seja, o particionamento de um conjunto de dados em K conjuntos distintos. Para proceder
com o agrupamento, deve-se especificar o nimero de grupos K, entao o algoritmo ira
assinalar cada observagao para algum dos K grupos definidos. Como descrito em (HASTIE;
TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2001), o algoritmo de agrupamento K-means resulta de um
procedimento simples, a partir de um problema de otimizacao. Considere C1, ..., C) como
os conjuntos que possuem as observacoes assinaladas aos grupos, respectivamente. Esses
conjuntos satisfazem duas propriedades:

1. CtUuCyU---UC, =1,...,n. Ou seja, cada observacao pertence a pelo menos um

dos K grupos.
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2. CpyNCy =0 Vk # K. Ou seja, os grupos nao possuem sobreposicao. Logo, nenhuma
observacao pertence a mais de um grupo.

Por exemplo, se a i-ésima observagao estd no k-ésimo grupo, entao i € Cj. O objetivo

do K-means é realizar uma separacao de modo que a variabilidade entre as observagoes

de um mesmo grupo seja a menor possivel. A variacao intra-grupo, para um grupo CY,

é uma medida W (C%) que representa, numericamente, o quanto as observac¢oes dentro

daquele grupo se diferenciam entre si. Assim, como mencionado no inicio deste capitulo,

nos desejamos resolver o seguinte problema de otimizagao

K
rrarilrlnlzlgr{ ]; W (Ch) } (3.1)

Esta férmula define o direcionamento de particionar as observacoes em K
grupos, tal que a variacao total intra-grupo, somado todos os grupos, seja a menor possivel.
Quando lidamos com o problema de agrupar observacgoes baseando-se em alguma medida,
existem dois tipos, usualmente, de medidas para isso: medidas de similaridade e medidas de
dissimilaridade. (GOSHTASBY, 2012, capitulo 2) define que uma medida de similaridade
S é considerada uma métrica se produzir um valor maior a medida que a dependéncia entre
os valores correspondentes das observacoes aumenta. Ja uma medida de dissimilaridade S
é uma métrica se produzir um valor menor a medida que a dependéncia entre os valores
correspondentes das observagoes diminui. Esses valores que nos referimos podem ser o
valor do nivel de cinza dos pizels das imagens comparadas. Como, também, o preco de dois
imoveis localizados em uma cidade. Temos, como exemplo de uma medida de similaridade,
o Coeficiente de Correlacao de Pearson (GOSHTASBY, 2012, pagina 9) e como uma
medida de dissimilaridade, o quadrado da distancia Euclidiana (GOSHTASBY, 2012,
pagina 34).

Para definir a variagdo W (C}) na Equacdo 3.1, consideramos o quadrado da
distancia FEuclidiana, que é uma medida de dissimilaridade. Logo, quanto maior for o
valor da distancia entre duas observagoes, menos similares elas sdo entre si. Dessa forma,

considere

1 p
W(Cx) = —== > Y (wij — xi;)*, (3.2)
’Ck’ i,i'eCy j=1

em que |Cy| denota o niimero de observagoes no k-ésimo grupo. A variagao intra-grupo para
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o k-ésimo grupo é a soma de todos os quadrados da distancia Euclidiana das observacoes
dois-a-dois do k-ésimo grupo, controlada pelo nimero de observagoes no grupo. A partir
das Equacoes 3.1 e 3.2, o problema de otimizacao de agrupamento do K-means pode ser

definido como

K
minimizar Tii — Tyt . 3.3
C1rnsCl {Z |Ck|“§0kal K " } ( )

Temos a seguir o algoritmo para o ajuste do K-means,

Algoritmo 2: Algoritmo para o ajuste do K-means

1. Escolher aleatoriamente K observacgoes para serem os centroides iniciais dos K
grupos.
2. Itere até as observagoes nao mudarem mais de grupos ou ao atingir uma cota inferior
de erro:

(a) Assinale cada observagao ao grupo no qual o centroide é o mais préximo (o
sentido de mais préximo é definido usando a distdncia Euclidiana).

(b) Para cada um dos K grupos, calcule o seu centroide. O centroide do k-ésimo
grupo é o vetor de médias das p varidveis de cada observacao no grupo k.

(JAMES et al., 2014) descreve a convergéncia do algoritmo, de modo que
a funcao objetivo nunca ird aumentar seu valor dentro das iteracoes. Ainda, como o
algoritmo K-means determina um ponto 6timo local ao invés de um global, os resultados
obtidos irao depender do chute inicial dado. Ou seja, o resultado da separacao depende de
quais K observagoes foram, aleatoriamente, selecionadas para serem os centroides iniciais
dos K grupos. Com isso em mente, o Algoritmo 2 deve ser executado varias vezes, cada
uma delas obtendo, possivelmente, um chute inicial diferente para os centroides iniciais.
Dessa maneira, nds selecionamos a iteracao que obteve o menor valor em relagao a funcao

objetivo da Equagao 3.3.

3.2 NO CONTEXTO DE FORMAS

O desenvolvimento do algoritmo K-means na area da Analise Estatistica de
Formas é, de certo modo, recente. Os primeiros trabalhos e desenvolvimentos foram
propostos por (GEORGESCU, 2009; AMARAL et al., 2010). Em (GEORGESCU,
2009), o autor usa um tipo de algoritmo K-means para agrupar formas fuzzy. Ja em

(AMARAL et al., 2010), o autor adapta o algoritmo K-means de Hartigan-Wong. Ambos
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os trabalhos, utilizam dados de formas bidimensionais e com um ntmero de landmarks
k = 50,11, respectivamente. Para dados de formas tridimensionais, existe apenas o
trabalho desenvolvido em (VINU¢; SIMO; ALEMANY, 2014). Esse trabalho é o pioneiro
no desenvolvimento do algoritmo K-means para formas em 3 dimensdes. Os autores
realizaram uma aplicagdo com dados reais das medidas antropométricas de um conjunto
de mulheres na Espanha.

Para os dados de forma, devemos fazer apenas algumas alteracoes no Algoritmo
2. As observagdes, agora, consistem em uma matriz de configuracdo X de dimensao k x 3.
No processo iterativo, realiza-se o calculo de uma medida de dissimilaridade, além de
calcular a forma média para atualizar o centroide a cada iteracao. Para este contexto,
o modo como calculamos essas quantidades devem mudar. Para o calculo da distancia,
usamos a distdncia Riemanniana, definida no Resultado 2.2. E para a atualizacao dos
centroides, usaremos a forma média de Procrustes, Definicao 2.15, e a forma média ¢,

Equacao 2.9. Sendo assim, podemos considerar a seguinte modificagdo para o algoritmo

Algoritmo 3: Algoritmo para o ajuste do K-means no contexto de formas

1. Escolher aleatoriamente K matrizes de configuracao (observacoes) X; para serem os
centroides iniciais dos K grupos.
2. Itere até as observagdes nao mudarem mais de grupos ou ao atingir uma cota inferior
de erro:

(a) Assinale cada observacao ao grupo no qual o centroide é o mais préximo (o
sentido de mais préximo é definido usando a distancia Riemanniana p).

(b) Para cada um dos K grupos, calcule o seu centroide. O centroide do k-ésimo
grupo ¢é a forma média das matrizes de configuracao do grupo k.

Apesar do algoritmo proposto em (HARTIGAN; WONG, 1979) apresentar
uma versao mais eficiente do K-means, (VINU¢; SIMO; ALEMANY, 2014) apresentou
resultados que demonstram que, para um tamanho de amostra pequeno, o tempo compu-
tacional do algoritmo pela versao Hartigan-Wong foi um pouco maior do que o de Lloyd.
Entretanto, a versao de Hartigan-Wong teve uma taxa de alocagao melhor do que a versao
do Lloyd, considerando k& = 34. Quando o tamanho da amostra aumentou, o algoritmo
de Hartigan-Wong teve um aumento do tempo computacional e uma piora da taxa de
alocacao. Concluindo-se que para o caso de formas tridimensionais, com um ntmero
grande de landmarks e um tamanho de amostra médio ou grande (em relagao as aplicagdes
comumente utilizadas), a versao de Hartigan-Wong serd inoperével computacionalmente.

Desse modo, consideramos a versao de Lloyd (Algoritmo 3) para a realizagdo do agrupa-
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mento. No Capitulo 4, comparamos a performance do algoritmo K-means no contexto de

formas em relagao a escolha da forma média para o calculo dos centroides.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, nés utilizamos os métodos discorridos nos capitulos anteriores
em uma aplicagdo com dados reais. O conjunto de dados em questao (DRYDEN et al.,
2008) foi disponibilizado por Ian Dryden, professor de Estatistica da Universidade de
Nottingham. O conjunto de dados consiste em um nimero grande de pseudo-landmarks,
k = 62.501, localizados na superficie cerebral com m = 3. No total, sdo 74 matrizes de
configuracao X;, 7 = 1,...,74. A Figura 4 mostra a superficie cerebral de um dos pacientes
com o numero total de landmarks, k = 62.501. Além das matrizes de configuracao, os
dados possuem as seguintes variaveis:

e Diagnostico: varidavel indicadora com dois niveis para indicar o diagnostico de
esquizofrenia;

e Destreza: variavel indicadora com dois niveis para indicar se o paciente é destro ou
canhoto;

e Sexo: variavel indicadora com dois niveis para indicar o sexo do paciente;

e Idade: variavel numérica associada aos anos de vida do paciente.

Dentre os 74 pacientes, temos a seguinte divisao:44 sao do grupo controle e 30
possuem o diagnostico de esquizofrenia. Os pacientes com o diagnodstico da doenga possuem
uma assimetria que é chamada de torque. (BILDER et al., 1994) e (MACKAY et al., 2003)
estudaram este tipo de assimetria e puderam constatar que existe diferenca significativa

na forma do cortex cerebral, entre os pacientes do grupo controle e esquizofrenia.

- . i "i:h'\"- o
s
Figura 4 — Superficie cerebral representada por 62.501 landmarks

(DRYDEN, 2016)
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4.1 CALCULO DA FORMA MEDIA

Na secao 2.3, foram discutidos os direcionamentos para o calculo da forma
média pelo método de Procrustes (Defini¢ao 2.15) e a forma média ¢ (Equagao 2.9).
Como apresentado, a forma média ¢ possui um estimador de forma fechada, de modo que
nao é necessario o uso de métodos iterativos para sua computagdo. (DRYDEN et al.,
2008) discorre este resultado como uma alternativa ao método de Procrustes, que é, por
sua vez, um método iterativo. Nesta se¢ao, realizamos um benchmark para comparar a
performance, em relagdo ao tempo de processamento computacional, do calculo da forma
média utilizando os dois métodos mencionados.

Considere multiplas amostragens sistematicas (COCHRAN, 1977) ao conjunto
de dados dos cortex cerebrais, com k£ = 1.300, k£ = 1.000, £ = 700, £ = 400, k£ = 100
e k = 40. Para cada valor que k assume, foram realizadas 100 repeticoes. A Figura 5
nos mostra o tempo médio, em segundos, do célculo da forma média por ambos métodos
e a diferenga no tempo de processamento é nitida. A forma média ¢ possui um tempo
de execucao menor do que a forma média de Procrustes. A variacao dos valores de k
nos ajuda a visualizar o cenario de ganho do desempenho computacional na escolha da
forma média ¢. Para o caso em que k = 1.300, o ganho de performance computacional
foi de, aproximadamente, 77%. E, para o caso em que k = 40, foi de, aproximadamente,
87%. Aqui, o uso da amostragem sistemdtica tem como objetivo ajudar na comparacao do
tempo de processamento da forma média pelos diferentes métodos. Com isso, conseguimos
visualizar a performance em diferentes cenarios em relacao a dimensao das matrizes de
configuragao.

Como discutido em (DRYDEN et al., 2008), a distancia Riemanniana (Resul-
tado 2.2) entre a forma média de todas as observagoes calculada pelo método de Procrustes
e forma média ¢ foi igual a 0,00023. Para o grupo de controle, essa diferenca foi igual a
0,00023, e 0,00024 para o grupo de pacientes com a doenca. Desse modo, como a diferenca

é pequena, nao ha diferencas visiveis entre as formas médias calculadas por cada método.
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Figura 5 — Simulacao do tempo de processamento da forma média: ¢ e
Procrustes. (a) k= 1.300, (b) k£ = 1.000, (c) k = 700, (d) k = 400, (e)
k=100 e (f) k =40
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4.2 AJUSTE DO K-MEANS
4.2.1 Cenario

Nosso objetivo é agrupar a forma do cértex cerebral dentre os pacientes com e
sem o diagndstico de esquizofrenia. Para a realizacao do agrupamento, consideramos uma
amostra sistematica (COCHRAN, 1977) dos landmarks em cada matriz de configuracao.
Esse direcionamento foi necessario para tornar possivel a alocagdo de recursos computacio-
nais durante os calculos. Este conjunto de dados possui um nimero de landmarks bastante
superior ao nimero considerado em grande parte das aplica¢oes na Analise Estatistica de
Formas e, em particular, os trabalhos de (AMARAL et al., 2010; GEORGESCU, 2009;
VINUé; SIMO; ALEMANY, 2014) utilizaram 11, 50 e 95 landmarks, respectivamente, no
desenvolvimento de algoritmos de agrupamento.

Na amostragem sistematica, foram selecionados k = 1.300 landmarks. Devemos
notar que, aqui, os landmarks em questao sdo rotulados, como descrito na Defini¢ao
2.4. Este fato é relevante, pois sem ele nao seriamos capazes de realizar a comparacao
entre as matrizes de configuracao durante o agrupamento. Uma vez que nao seria,
digamos, consistente, comparar landmarks que nao sao correspondentes. Na se¢ao anterior,
como nao tinhamos, estritamente, uma necessidade de correspondéncia, esse fator nao
seria necessariamente um problema. Visto que ainda seriamos capazes de identificar o
comportamento dos métodos quando avaliados sob dimensoes das matrizes de configuracao
diferentes. Na Figura 6, temos a visualizacdo de um dos cértex cerebrais resultantes apds a
amostragem. Pode-se visualizar o objeto pela perspectiva dos trés possiveis planos no R2.

O agrupamento K-means foi executado considerando o particionamento das
observagoes em 2 grupos, com um numero de inicializacoes aleatérias igual a 100 e um
numero iteragoes igual a 10, para cada inicializacado. A maquina utilizada possuia 16GB
de memoria RAM e um processador com 8 niicleos. O algoritmo foi adaptado, de modo
que as inicializagoes aleatorias foram divididas entre os nicleos para serem executadas
em paralelo, a partir dos pacotes parallel (R Core Team, 2020), foreach e doSNOW
(Microsoft; WESTON, 2017). O advento da paralelizacao foi possivel, aqui, pois temos o
cenario no qual cada inicializacao aleatéria nao depende das outras para seu processamento.
Sendo assim, executamos as inicializagoes dessa maneira e, ao término do processamento,

buscamos identificar qual obteve o melhor desempenho de acordo com os requisitos
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Figura 6 — Superficie cerebral representada por 1.300 landmarks com os
planos das 3 dimensdes do espaco

definidos.

O algoritmo foi executado considerando tanto a forma média ¢, quanto o
método de Procrustes, para o calculo dos centroides dos grupos durante o processamento.
Como resultado, pode-se observar os seguintes tempos de processamento: 1:35, uma hora e
trinta e cinco minutos e 12:50, doze horas e cinquenta minutos, para o caso da forma média
¢ e Procrustes, respectivamente. O algoritmo executou mais rdpido quando utilizamos a
forma média ¢ para o calculo dos centroides. Ou seja, o desempenho que observamos na
se¢ao anterior, foi observado também no algoritmo K-means. Os chutes iniciais para os
casos Otimos foram (4, 37) e (41, 56), para ¢ e Procrustes, respectivamente. Mesmo assim,
ao término do processamento, ambos os cenarios convergiram para os mesmos grupos,
com 37 observagoes cada. Como comentado anteriormente, a diferenca numérica entre o

calculo da forma média pelos métodos é pequena. Consequentemente, a similaridade das
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convergéncias tende a ser alta.

4.2.2 (Qualidade do Agrupamento

Embora o algoritmo K-means esteja inserido na classe de métodos nao-supervisionados,

considere a Tabela 2 como uma matriz de confusao do agrupamento em relacao ao di-
agnostico do paciente. Essa matriz nos permite visualizar indicios da existéncia de uma
associagdo entre o valor verdadeiro da variavel, neste caso, temos o diagndstico da doenca,
com os grupos que o algoritmo determinou. O mapeamento ideal, em relacio a classificacao,
é um cenario em que apenas a diagonal principal dessa matriz assume valores nao nulos.
De modo que, cada grupo determinado pelo algoritmo possuiria todos os elementos de
um certo nivel da variavel de interesse. Dado os valores na Tabela 2, nao ha diferencas
visiveis na classificacdo em relacao ao agrupamento.

Tabela 2 — Matriz de confusao do agrupamento
Diagnosticado Agrupamento

Grupo 1 Grupo 2
Sim 15 16
Nao 22 21

Também, consideramos o uso do indice de Rand ajustado (HUBERT; ARABIE,
1985) para comparar as partigoes. Sejam U = {uy,...,u;,...,ug}eV ={v1,...,vj,...,vc}
duas particoes de um mesmo conjunto de dados, possuindo R e C' grupos, respectivamente.

O indice ajustado de Rand é

B (9) - (6) =R () = () (4.1)

T () e ()] () S ()5 ()

em que (g) = "("2_1), n;; representa o nimero de objetos que estao no grupo u; e v;, n;. €
n; indicam o nimero de objetos no grupo u; e v;, respectivamente. O total de objetos no
conjunto de dados é expressado por n. O indice de Rand ajustado mede a semelhanca
entre uma particao a priori e a particao obtida através de algoritmos de agrupamento.
O indice assume valores no intervalo [—1, 1], em que 1 indica o ajuste perfeito entre as

particoes, enquanto que 0, ou valores negativos, correspondem a um ajuste encontrado por

acaso. A Tabela 3 sumariza os valores para o indice de Rand ajustado, para a parti¢ao
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conhecida acerca do diagnodstico, como, também, para as variaveis de destreza e sexo
do individuo. Como pode-se observar, os valores do indice estdao proximos de zero, nao
fornecendo indicios de semelhanga entre a particao resultante do agrupamento e as outras
ja conhecidas. O agrupamento resultante também é analisado pela perspectiva da variavel
idade e nao foram

Tabela 3 — Indice de Rand ajustado
Particao a priori Valor

Diagnostico -0.0127
Destreza 0.0001
Sexo -0.0055

encontradas evidéncias na diferenga da idade média entre um grupo e outro, a partir da
realizacdo de um teste-t de Welch. Na Figura 7, temos os histogramas da idade para os
individuos de cada grupo. Pode-se observar que a distribuicao do grupo a esquerda ¢ mais
simétrico do que o outro, possuindo, até, mais pacientes com idade superior a 50 anos. As

médias de idade dos grupos foram 37,5 e 35,4 anos.

11 14
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10 20 30 40 50 60 20 30 40 50 60 70
|dade Idade

(a) Grupo 1 (b) Grupo 2

Figura 7 — Histogramas da idade dos individuos por grupo

Finalmente, realizamos um teste de hipdtese para examinar se a forma média
é a mesma em cada grupo. O valor correspondente da estatistica F' com base no teste
de Goodall de duas amostras, conforme descrito em (DRYDEN, 2016, pagina 199), é,
aproximadamente, 12,8. Aplicando um teste de permutacao, usando essa estatistica, temos
um p-valor igual a 0,01, aproximadamente. Consequentemente, ha evidéncias de diferenca

na forma média entre os dois grupos ajustados pelo K-means.
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5 CONCLUSAO

5.1 VISAO GERAL DOS RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste trabalho, estudamos o problema de agrupamento de formas tridimensio-
nais utilizando o algoritmo K-means. Propondo uma adaptagao a tal algoritmo com o
objetivo de reduzir o custo computacional de sua execugao. Dentro do cenéario em que
m = 3, a performance computacional do calculo da forma média ¢ foi superior ao método
de Procrustes. Caracterizando uma alternativa ao método de Procrustes, quando inserido
em cenarios em que o tamanho da amostra ou nimero de landmarks é grande.

Por conta de limitagoes computacionais, nao foi possivel a execucao do algoritmo
de agrupamento proposto utilizando a totalidade de landmarks no conjunto de dados. Desse
modo, uma amostra sisteméatica foi considerada para o agrupamento. O procedimento de
agrupamento para esse conjunto de dados nao foi considerado satisfatorio pela perspectiva
de classificacao do diagnostico de esquizofrenia dos pacientes. Mesmo assim, o teste
realizado sugere que a média dos dois grupos possuem formas diferentes.

O trabalho levou as seguintes contribuigoes:

e Analise de performance computacional para o calculo da forma média, quando m = 3,
comparando os métodos de Procrutes e a forma média ¢;

e Proposicao de uma versao otimizada do algoritmo K-means para o contexto de
formas tridimensionais;

e Desenvolvimento do computacional do algoritmo K-means otimizado com aplicacao
ao conjunto de dados da superficie cerebral em 3 dimensoes.

Na secao A, pode ser encontrada a implementacao computacional do algoritmo

de agrupamento considerado neste trabalho.
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A seguinte funcao calcula o agrupamento K-means no contexto de formas

tridimensionais, utilizando computacao paralela.

HAHHHAFHHBHHHRRFH R RS H BB HHR SR B F RS H B H B H R R H R R S

# - Algoritmo de agrupamento K-means

HEHH R

H OH OH OH OH OH O H OH OH O H

H O H O H ¥ H OH O H

#

#

# DETALHES DA FUNGAO

#

# A funcdo recebe 6 objetos de entrada:

#

# 1 - Array com as matrizes de configuragéo

# 2 - Namero de grupos/clusters a serem particionados

# 3 - Namero de inicializagdes aleatérias

# 4 - Numero de iteragbes do algoritmo

# 5 - Valor para ser considerado como critério de parada das iteragdes#
# 6 - Numero de processadores para a computagdo paralela

I (NESSA ORDEM) --------

#

# Obs.: Essa fungdo escreve os resultados em um .txt no diretério
# no qual foi executada

#

#

# Packages --——-

library(shapes, warn.conflicts = F)
library(parallel, warn.conflicts = F)
library(foreach, warn.conflicts = F)
library(doParallel, warn.conflicts = F)

library(doSNOW, warn.conflicts = F)
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ShapeKmeansParallel <- function(array3D,
numClust = 2,
niter = 100,
algSteps = 10,
stopCr = 0.0001,

cores = parallel::detectCores() - 1){

# Creating parallel threads --——-
cl <- makeCluster(cores)

registerDoSNOW(cl)

# Aux. functions ----
comb <- function(x, ...) {
lapply(seq_along(x),
function(i) c(x[[i]], lapply(list(...), function(y) y[[i]l1)))

pb <- txtProgressBar(max=niter, style=3)
progress <- function(n) setTxtProgressBar(pb, n)

opts <- list(progress=progress)

# LloydShapesParallel algorithm ----
set.seed(2020)
time_iter <- list()
comp_time <- c()
list_asig_step <- list()
list_asig <- 1listQ
vect_all_rate <- c()
initials <- 1list()
11 <- 1:numClust
dist <- matrix(0, dim(array3D)[3], numClust)
time_ini <- Sys.time()
vopt <- 1e+08
results <- foreach(iter=1:niter, .packages="shapes", .combine="comb", .multicombine=T,
.options.snow=opts, .init=list(list(), list(), list(), list(), 1list())) %dopar’ {
obj <- 1list(Q)
meanshapes <- 0
meanshapes_aux <- 0O

asig <- 0



mean_sh <- list()
n <- dim(array3D) [3]
initials[[iter]] <- sample(l:n, numClust, replace = FALSE)
meanshapes <- array3D[, , initials[[iter]]]
meanshapes_aux <- array3D[, , initials[[iter]]]
for (step in 1l:algSteps) {
for (h in 1:numClust) {
dist[, h] = apply(array3D[, , 1:n], 3, riemdist,
y = meanshapes[, , h])
}
asig = max.col(-dist)
for (h in 1:numClust) {
if (table(asig == h)[2] == 1) {
meanshapes[, , h] = array3D[, , asig == h]

mean_sh[[step]] <- meanshapes

}
else {
meanshapes[, , h] = procGPA(array3D[, , asig == h],
distances = F,
pcaoutput = F)$mshape
mean_sh[[step]] <- meanshapes
}
}

obj[[stepl] <- c(0)
for (1 in 1:n) {

obj[[stepl] <- objl[stepl] + dist[l, asig[1]]"2
}
obj[[stepl] <- objllstep]]l/n
list_asig_step[[stepl] <- asig
if (step > 1) {

aux <- obj[[step]l]

auxl <- obj[[step - 11]

if (((auxl - aux)/auxl) < stopCr) {

break

}
optim_obj <- which.min(unlist(obj))

list(min(unlist(obj)),
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which.min(unlist(obj)),
mean_sh[[optim_objl],
list_asig_step[[optim_objl],

initials[[iter]]

}

close(pb)

stopCluster(cl)

optim_iter <- which.min(unlist(results[[1]]))

capture.output (table(results[[4]] [optim_iter]), file = "Clustering_results.txt")

capture.output (results[[4]] [optim_iter], file = "Clustering_results.txt", append = T)
capture.output (results[[1]], file = "Clustering_results.txt", append = T)
capture.output (results[[1]] [optim_iter], file = "Clustering results.txt", append = T)
capture.output(Sys.time()-time_ini, file = "Clustering_results.txt", append = T)
capture.output (results[[5]], file = "Clustering_results.txt", append = T)
capture.output (results[[5]] [optim_iter], file = "Clustering results.txt", append = T)

HEHHHA R R R R R R R R
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